L a investigacion sobre ensefianza y aprendizaje de la geometria

Angd Gutiérrez Rodriguez
Dpto. de Didacticade laMatemética. Universdad de Vaencia

Como su titulo indica, este capitulo estd dedicado a revisar la Situacion actua de
la investigacion en didéctica de las mateméticas que tiene que ver con la ensefianza y
gorendizgie de la geometria. El capitulo eta dividido en varias secciones dedicadas a
temas importantes en los que se investiga actudmente, resultados destacados de las
investigaciones, los marcos tedricos més utilizados y problemas de investigacion
abiertos. La primera seccion describe @ moddo de razonamiento matemético de Van
Hiele, sn duda d marco tedrico mas usado actuamente para organizar la ensefianza de
la geometria. La segunda seccion aborda la ensefianza de la geometria con la ayuda de
ordenadores y software especifico, que han supuesto en los Ultimos afios la aparicion de
nuevas edrategias de ensefianza y organizacion de las clases. La tercera seccion esta
dedicada a uno de los temas clave en las matematicas de Secundaria, € aprendizge de
razonamiento abstracto y las demodtraciones matemdticas, veremos que no es posible
amplificar @ problema fijdndonos s9lo en las demodraciones formaes, sno que hay
otras formas de judtificacion usadas por los estudiantes que los profesores deben tener
en cuenta La cuarta seccion tiene como fin reflexionar sobre las estrechas relaciones
entre d uso de la visudizacion (0 imaginacion) epecid y € gorendizge de la
geometria  Por Ultimo, la quinta seccion describe los resultedos de agunes
investigaciones relacionadas con € gprendizge de conceptos geométricos eementaes
estudiados en Primariay Secundaria

Sin abandonar € objetivo de describir resultados de investigaciones didécticas,
este capitulo es lo menos abgtracto o tedrico posible, dedicando a las metodologias de
investigacion 'y a informacion  técnica de edtudios especificos s0lo d  espacio
imprescindible, y centrandome en agudla informacion que pueda resultar Util a esa

mayoria los lectores que son profesores de | os diferentes niveles educativos.

1. El modelo de razonamiento de Van Hidle
Hadta findes de los afios 70 las teorias de Piaget condtituian € marco tedrico
predominante en & mundo de la didéctica de las mateméticas. Sn embargo, a partir de

la sguiente década han surgido, 0 se han popularizado, diversos marcos tedricos
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diferentes como € condructivismo (incluidos € condructivismo radicad y d
condructivismo socid), la fenomenologia didéctica, los moddos tedricos locdes, la
teoria de gStuaciones, las mateméticas redistas, € modelo de razonamiento matemético
de Van Hide, y otros. Todas estas teorias pueden ser aplicadas a la ensefianza y €
gprendizgie de cudquier aea de las maemdicas escolares, aunque reamente cada una
de dlas esta desarrollada solo en algunas &reas concretas, a la espera de que los didactas
investiguen la forma de gplicarlas a otras &ess. En lo referente a la geometria, en la
actudidad € modedo de razonamiento matemético de Van Hide es € marco tedrico
predominante y cuya agplicacion a desarrollo curricular estd dando mejores resultados.
En edta seccion comentaré las caracteristicas centrdes de modelo de Van Hide y
presentaré agunos gemplos de aplicaciones a la ensefianza de temas concretos,

procedentes de investigaciones recientes.

Los egposos holandeses Piere Maie y Dina van Hide, discipulos de
Freudentha en los afos 50, eran profesores de geometria de Secundaria preocupados
por € fracaso de sus dumnos a pesar de sus esfuerzos para lograr que comprendieran
los contenidos geométricos que estudiaban. La observacion de las formas de razonar de
sus dumnos les llevd a identificar diversos edilos con caracteridticas diferenciadas 'y
gque mostraban sucesvos momentos en € desarrollo de la capacidad de razonamiento
matematico de los edtudiantes. De edta forma, formularon las idess basicas de un
modelo que preconizaba la existencia de cinco niveles de razonamiento sucesivos (Van
Hiele, 1957). Investigaciones pogteriores, tanto de los propios Van Hiele como de otros
investigadores han permitido desarrollar esta teoria El modelo de Van Hiele consdera
que hay varios niveles de razonamiento matemédtico, que abarcan desde las formas mas
basicas propias de los estudiantes de Pre-escolar y primeros cursos de Primaria hasta las
més <ofisticadas propias de los mateméaticos profesondes. Se pueden encontrar
descripciones detdladas de los niveles en diversas publicaciones (Burger, Shaughnessy,
1986; Clements, Battista, 1992; Fuys, Geddes, Tischler, 1988; Gutiérez, Jame,
Fortuny, 1991; Corberan, Gutiérrez y otros, 1994; Jaime, 1993; Jaime, Gutiérez, 1990;
Van Hiele, 1986). Las caracterigticas principaes de estos niveles son:

Nivel 1. Los estudiantes tienen una percepcion globa de las figuras geométricas,
pretando atencidn cas exclusva a sus propiedades visudes o fiscas. Aunque
identifican lados, angulos y agunas propiedades béadscas, € dgnificado que dan a estos

elementos es més fisco que matemético. Los estudiantes también tienen una percepcion
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individual de las figuras, de manera que las propiedades descubiertas en una figura no

e generdizan aotras figuras de lamisma familia

Un nifio de 2° de Primaria dice que d dibujo de la figura 1a s es un cuadrado,
pero € de la figura 1b ro lo es “porgue creia que estaba ma colocado”. Otro compafiero
suyo da la misma respuesta y la judtifica porque “como estaba asi puesto ...” Como se
ve, paa los edudiantes en € nivel 1, la podcion de las figuras es una propiedad
fundamenta para clagficarlas.

a b

Figural
Nivel 2. Los estudiantes reconocen que las figuras geométricas estan dotadas de

edementos y propiedades maemdéticos, S bien perciben las propiedades como
independientes de las otras. Las definiciones y cdladficaciones se basan en edas
propiedades mateméticas. Aparece la capacidad de generdizacion, de forma que los
estudiantes consideran una propiedad observada en unos pocos gemplos (muchas veces
en un solo gemplo) como verdadera para toda la familia Andogamente, la
demostracion de la veracidad de una conjetura se hace verificandola en casos concretos.
Se empiezan a comprender y utilizar las particulas logicas sencillas (*y”, “no”,
“dempre’, etc.), pero hay dificultad con las mas complgas (“0", “a veces’, “por lo
menos’, €tc.).

Al pedirle a un estudiante de ESO que demuestre que la suma de los angulos de
un triangulo es 180°, contestd que esto “se debe a que @ vaor de dichos angulos es 60°,
porque 60 + 60 + 60 = 180." Este gemplo muestra que, cuando la adquisicion de
razonamiento de nivel 2 todavia es bga, los estudiantes se conforman con verificar un
s0l0 caso, incuso tan particular como un trigngulo equildero. Esto cambia cuando los
edudiantes afianzan eta forma de razonamiento. Por gemplo, para demosrar que
cudquier punto de la mediatriz de un segmento equidista de los extremos dd segmento,
un estudiante de 3° de Magisterio selecciond 4 puntos de la mediatriz para comparar sus

distancias alos extremos ddl segmento.
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Nivel 3. Los estudiantes perciben las relaciones de implicacion que ligan las
propiedades de las figuras geométricas. También son capaces de usar correctamente las
diferentes paticulas logicas y de redizar implicaciones sencillas en un contexto
abdracto. En consecuencia, pueden redizar tanto cladficaciones inclusvas como
exclusvas de familias, dependiendo de las definiciones usadas y basadas en € andids
de édtas. Sus demodtraciones condisten en argumentos deductivos abstractos, aunque no
formales, que pueden estar basados en la observacion de gemplos concretos. Son
capaces de comprender demostraciones formaes sencillas explicadas por € profesor y
de reproducirlas con pequefias variaciones, pero no pueden redizar demostraciones

formales de manera autbnoma.

Es habituad estudiar en ESO las sumas de los dgulos interiores de los poligonos.
Planteado € caso generd de un poligono de n lados, un estudiante dibujé un cuadrado,
un pentégono y un hexagono. En cada caso, trazd todas las diagondes desde un vértice
y contd la cantidad de tridngulos que aparecen. Entonces escribié: “Vemaos que en todos
los casos s puede dividir un poligono en triangulos trazando diagondes. S
continudsemos con mas poligonos veriamos que Sempre d nimero minimo de
triangulos que podemos conseguir es @ nimero de lados dd poligono menos dos. Por
tanto, para sdber la suma de los angulos de un poligono multiplicaremos 180° (los
grados que suman los angulos de un triangulo) por € nimero de trigngulos => (n+
2)x180°." Parte de los estudiantes del nivel 2 no son capaces de responder a esta
pregunta salvo para poligonos con nimeros de lados concretos, y los que obtienen una
férmula generd es porque descubren € patron en la sucesdn de sumas de angulos del
triangulo (180°), cuadrildero (360°), pentagono (540°), ... Sin embargo, la respuesta
anterior es de nivel 3 porque explica € origen dd patrén que da lugar a la formula 'y, a

continuacion, laescribe.

Nivel 4. Los estudiantes ©n capaces de usar d razonamiento matemético forma
y, por tanto, de redizar y comprender demostraciones formales de manera auténoma.
Admiten la exigencia de definiciones equivdentes de un concepto y de didintas
demodtraciones dd mismo teorema También pueden mangar adecuadamente los

diferentes eementos de un sstema axiomatico (axiomas, definiciones, teoremas, etc.).

Como gemplo de una respuesta de razonamiento dd nivel 4 srve cudquier

demostracion de un teorema o resolucion de un problema de nanera deductiva formd,
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sempre que d edudiante sepa lo que hace, entienda @ proceso deductivo que esta
elaborando y no se limite arepetir lgo previamente memorizado.

El primer nive de Van Hide es tipico de la enseflanza Primaria. En los dltimos
cursos de Primaria los estudiantes deberian iniciar € paso d segundo nivel, para
completar la trandgcion durante los primeros cursos de la ESO, aunque las
investigaciones indican que un nimero dgnificaivo de edudiantes de ESO sguen
operando, a menos parcidmente, con razonamiento del primer nive (Jaime, 1993). Un
raggo tipico de estos edudiantes es que suden emplear @bundantes términos
matemédticos, aprendidos durante sus afios de escolarizacidn, pero los usan en contextos
de cardcter fidco y con dgnificados no matemdticos, Sno asociados a posiciones,
formas, etc. Asl, un edtudiante de 3 de ESO explicaba que, en un conjunto de
cuadrilateros, habia sdleccionado los rombos fijandose “en sus 4 lados, dos paradeos
inclinados y dos paraldos rectos’ y que determinada figura es un cuadrado “por los 4
lados pardelos, y formaanchay bga’.

Al terminar la ESO los estudiantes deberian haber iniciado la trangicidon d tercer
nivel, especidmente en lo referente a su comprenson de la demostracion en
matemdticas como un argumento deductivo abstracto (dedico la tercera seccion a este
tema). Por Ultimo, durante @ bechillerato los estudiantes de las especididades
cientificas deberian completar & proceso de adquiscion de tercer nive de
razonamiento e iniciar su acceso a cuarto nivel (por lo menos los estudiantes mejor
dotados).

En las publicaciones primitivas sobre @ modedo de Van Hide se describe d
quinto nivel de razonamiento, caracterizado por la capacidad para trabgar con
diferentes dstemas axiométicos (por gemplo con dos geometrias, la euclidea y una no
euclidea). No hay investigaciones que hayan proporcionado resultados experimentales
en los que se pueda observar claramente este nivel. Por este motivo, los investigadores

actuaes tienden a rechazar la exisencia de ete nivel 0, como minimo, aignorarlo.

Como resultado de diversos estudios experimentales (resumidos en Clements,
Battista, 1992) sabemos que los niveles de razonamiento son secuenciaes, es decir que
e desarrollo de un estudiante debe sar por 1o sucesivos niveles, desde @ primero, Sn
posibilidad de sdtar ninguno de dlos. Ademés, cada nivel tiene un lenguge propio, en

e que determinados términos tienen dgnificados diferentes de los que tienen en otros
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niveles. Por este motivo, 9 un profesor y sus dumnos se Stldan en nivees diferentes,
surgirén problemas de comunicacion entre elos. Un gemplo tipico es € de un profesor
de Secundaria que plantea problemas de demostracion esperando que sus alumnos den
judtificaciones abgtractas de la veracidad de la hip6tesis (nivel 3 6 4), mientras que éstos
s limitan a verificarla en adgunos gemplos (nivel 2). El profesor rechaza las respuestas
de los edudiantes por insuficientes, mientras que éos no comprenden @ motivo dd
rechazo ya que para €los esas respuestas son vadidas. Por tanto, € lenguge juega un
pape muy importante en la adquisicion de los niveles de razonamiento, pues ésta no es

posible sin d gprendizgie de su lenguge especifico (Van Hide, 1986).

El modelo de Van Hide pantea que @ paso a un nivel superior de razonamiento
% logra adquiriendo experiencia en € uso de esa forma de pensamiento, dentro de un
contexto adecuado de enseflanza que proporcione a los estudiantes la posbilidad de
adquirir esa experiencia. Para ayudar a los profesores a crear estos contextos, @ modelo
de Van Hide propone organizar la actividad de los estudiantes en cinco fases de
aprendizaje :

Fase 1 (informacion): Los estudiantes toman contacto con & nuevo tema que
van a empezar a estudiar, y los profesores averiguan qué conocimientos previos tienen

sus dumnos de este temay en qué nivel de razonamiento se desenvueven,

Fase 2 (orientacion dirigida): Los estudiantes resuelven actividades y problemas
para aprender los contenidos basicos de nuevo tema. Las actividedes deben estar
enfocadas a objetivos concretos. El papel del profesor es ayudar a sus alumnos a superar
las dificultades y dirigir su trabgo hacia € objetivo buscado cuando se desvien

demadiado dd mismo.

Fase 3 (explicitacion): Durante su trabgo, los estudiantes deben expresar
verbamente o por escrito sus ideas y sus formas de resolver los problemas, debatir,
preguntar, etc. De esta manera, practicaran los nuevos términos mateméticos que estan
gorendiendo. Al principio los estudiantes tienen la tendencia a usar sus propios términos
extraescolares, pero poco a poco deben abandonarlos para sudtituirlos, con la ayuda del
profesor, por los términos mateméticos correctos. En todo caso, € uso de vocabulario
matemético nunca debe convertirse en un obstaculo para € aprendizae y la

comprens 6n de |os conceptos.
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Fase 4 (orientacion libre): Los estudiantes resudven actividades y problemas
para profundizar en su conocimiento del nuevo tema y en d uso dd nuevo tipo de
razonamiento gorendiendo contenidos mas complgos. Las actividades deben ser
variadas y requerir la combinacion de los conocimientos de formas nuevas, evitando la
ample aplicacion de una formula, agoritmo, etc. Por otra parte, es interesante que las
actividades sean abiertas, admitan varias vias de resolucion y, a veces, tengan varias
soluciones 0 ninguna. Ahora d profesor debe dgar a los estudiantes que exploren sus
propias ideas y formas de resolucion, pues generdmente lo importante no es llegar a la

solucion correcta, Sino trabgjar en laresolucion de los problemas.

Fase 5 (integracion): El profesor y sus dumnos redizan un repaso globd de
todo lo gprendido en @ tema que han estado estudiando y, S es procedente, 10 conectan

con conocimientos anteriores de mismo tema u otros rel acionados.

No se debe interpretar la fase 3 como un tiempo entre las fases 2 y 4 dedicado a
didogo, sno como una actitud permanente, es decir, superpuesta a las otras cuatro
fases. Su objetivo es fomentar, sempre que sea oportuno, € didog y que los

estudiantes expresen sus idess utilizando la terminol ogia adecuada.

La utilidad dd modelo de Van Hiele para los profesores es doble. Por una parte,
los niveles de razonamiento sirven de guia para vaorar € progreso de los dumnos en
Sus edrategias de pensamiento. Por otra parte, los niveles y las fases condituyen un
marco de referencia para la organizacion de las clases de geometria (y de cudquier otro
tema de matemdéicas). Hay numerosos gemplos interesantes de implementaciones
curriculares basadas en d modelo de Van Hide abarcando pequefias unidades de
ensefianza para un tema concreto (Grupo Congruir las Mateméticas, 2001), otras de
mayor extensén para temas que pueden llegar a abarcar varios cursos (Corberan,
Gutiérrez y otros 1994; Jaime, Gutiérrez, 1996; Guillén, 1997), y la organizacion de un
curriculum completo de la ensefianza no universitaria (NCTM, 2000). En las secciones
siguientes describiré agunos de estos gemplos, pero ahora me referiré a una propuesta,
muy reciente, que esta llamada a macar la ensefianza de las maeméicas en los

proximaos afios en @ contexto internaciond.

Con la publicacion de los “edtandares curriculares para las matemdticas
ecolares’ (NCTM, 1989),  Nationd Council of Teachers of Mathematics (asociacion

de profesores de mateméticas de EE.UU.) marcO unas directrices para la ensefianza de
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las mateméticas en los nivedles no universitarios de su pais, documento que ha tenido
desde entonces una amplia repercuson internaciond, incluida Espafia Recientemente,
el NCTM ha revisado y actudizado dicho documento, gustandolo a la Stuacion actud
y corrigiendo agunos aspectos dd documento anterior. Al igud que ocurria en los
estandares curriculares, los nuevos “principios y estandares’ (NCTM, 2000) dedicados a

la geometria estén organizados en torno alos niveles de Van Hide:

- Para @ periodo de pre-escolar a 2° grado (equivdente a 2° de Primaria) se
indica que estos cursos “son un momento ided para ayudar a los nifios a perfeccionar y
ampliar su comprensdn” de los conceptos relacionados con la forma “La geometria de
edos cursos empieza describiendo y dando nombres a las figuras. Los estudiantes
describen los objetos hablando de élos e indicando sus semganzas y diferencias. Los
profesores deben ayudarles a incorporar graduamente en sus descripciones los términos

convencionales.”

- En d periodo de los grados 3° a 5° los estudiantes “deben desarrollar formas

més precisas de describir figuras, centrdndose en identificar y describir sus propiedades
. " Ademés paa dianzar sus conocimientos sobre las figuras geométricas, los
estudiantes deben “comparar y discutir sobre sus propiedades, cladficarlas y formular o
andizar definiciones basadas en las propiedades de una figura” Ademas, “a medida que
las ideas de los estudiantes evolucionan, deben formular conjeturas sobre propiedades y
relaciones geométricas. Usando dibujos, materides concretos o software para formular
y veificar sus conjeturas, los edtudiantes pueden aticular argumentos mateméticos

sobre por qué las rel aciones geométricas son ciertas”

- En los grado 6° a &, “los edtudiantes deben examinar cuidadosamente las
caacteridticas de las figuras para definirlas con precisén ... Las investigaciones sobre
las propiedades y relaciones entre figuras semeantes pueden proporcionar a los
edtudiantes muchas oportunidades para formular y evauar conjeturas inductiva y
deductivamente ... Los estudiantes pueden usar software de geometria dinamica para
comprobar las conjeturas con otros gemplos. Pueden formular argumentos deductivos
sobre sus conjeturas. Comunicar con claridad y exactitud tales razonamientos prepara a
los estudiantes para crear y comprender demostraciones més formaes en los cursos
gguientes”
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- Findmente, en los grados 9° a 12° “los estudiantes deben ser cada vez més
capaces de usar razonamiento deductivo para establecer o rechazar conjeturas, y usar
conocimientos ya establecidos para deducir informacion sobre otras Situaciones ... Los
estudiantes deben empezar a organizar su conocimiento sobre familias de objetos mas
formamente. Un primer paso importante es saber encontrar descripciones precisas de
las condiciones que caracterizan una clase de objetos’, es decir definiciones

mateméti camente correctas.

Como se ve en los parafos anteriores, d NCTM propone una organizacion de la
ensefianza de la geometria de Primaria y Secundaria que fomente @ progreso de los
edudiantes por los tres primeros niveles de Van Hide, pudiendo los estudiantes mas
hébiles iniciar la entrada d cuato nivd de razonamiento en los Ultimos cursos de
Secundaria. Ademas de las anteriores prescripciones tedricas sobre como debe ser la
ensfianza de la geometria en los sucesivos cursos, € documento incluye numerosos
gemplos especificos, que se complementan con otros gemplos interactivos presentados

en su pagina web.

2. La ensefianza de geometria en micromundos infor maticos

Cuando en los afios 80 se empez6 a popularizar € uso de ordenadores en los
centros docentes, se inicid una linea de investigacion, que sgue activa en la actudidad,
para explorar los beneficios que se pueden obtener usando medios informéticos para la
ensefianza de la geometria. Desde entonces, la cantidad de libros y articulos publicados
dedicados a informar de resultados de investigaciones y experimentaciones es enorme.
Hay revisas especidizadas como Micromath, dirigida a profesores y que presenta
numerosas experiencias de clase, e International Journal of Computers for
Mathematical Learning, dedicada a presentar resultados de investigaciones. También
hay congresos cuyo objetivo es @ aprendizaje de las mateméticas con tecnologia y otros
més especidizados dedicados a programas como Cabri o Derive. Y, nauramente,
internet esta repleta de paginas web dedicadas a este tema (ver Pifieiro, 2001). En esta
seccion comentaré las tendencias actudes de la invedtigacion sobre ensefianza de la
geometria con la ayuda de medios informéticos. Ademas, en las Sguientes secciones
incluiré adgunas referencias a investigaciones de edte tipo, presentada cada una con
detalle en su contexto especifico.

Uno de los avances mas importantes en la informéica educativa fue € Logo,

potente lengugie de programacion con prestaciones smilares a las de otros lenguges de
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uso profesond como Basic, Fortran, Pascal, etc., pero con una forma de uso muy
sencilla y una estructura de comandos basada en términos del lenguge ordinario que lo
hacen apto incluso para nifios de Primaria, como Avanza, Giraderecha, Repite, Snlapiz,
etc. La mayoria de programas informéticos de geometria potencian la representacion
visud y ocultan (0 reducen d minimo) la representacion Imbdlica agebraica o
numérica. Por € contrario, Logo utiliza ambas pues, d tratarse de un lenguge de
programacion, la forma norma de usarlo es dando instrucciones textuaes, en modo

directo o en forma de programas.

Aunque parece que € Logo haya pasado de moda y haya sdo sugtituido por otro
tipo de programas, como los de geometria dindmica, en la actualidad son numerosos los
profesores de todo € mundo que sSguen usandolo y diversas las versones de este
programa disponibles, tanto comercides como de dominio publicol. Por otra parte, los
avances en capacidad y rapidez de los ordenadores también han influido en @ desarrallo
dd Logo, habiendo actuamente versones muy sofisticadas que incluyen habilidades
especides, como MicroWorlds (LCSI, 1998), que permite crear micromundos
complgos que pueden servir como unidades de ensefianza de numerosos conceptos
mateméticos, y Turtle Math (Clements, Meredith, 1994), en d que ademas de moverse
la tortuga como respuesta a los comandos, como en todas las versones de Logo, es
posble mover la tortuga con € cursor para redizar un recorrido por la pantdla y €
ordenador genera automaticamente & programa con la lisa de comandos
correspondiente.

Exigen numerosas unidades didécticas de ensefianza de geometria basadas en
Logo fruto de investigaciones y experimentaciones didacticas. Un gemplo es €
conjunto de unidades de ensefianza para Pre-escolar y Primaria presentadas en
Clements, Battista, Sarama (2001), resultado de mas de una década de investigacion y
experimentaciones. Las primeras actividades drven para introducir a los estudiantes en
e lenguge Logo y sus primitivas basicas, conectando los movimientos en Logo con
movimientos redes, para lo cud los estudiantes redizan recorridos por la clase que
después reproducen en la pantala del ordenador. A continuacion se presenta un blogque
de actividades de estudio de agunos poligonos, sus propiedades basicas y la

1 Hay varias paginas de internet Utiles para conectar con usuarios de Logo: <roble.pntic.mec.es/~apantojal/index.html> incluye la
Ultima versién de MSWL ogo en espafiol, una revista el ectrénica, informacion sobre versiones disponibles en la actualidad,
experiencias de aula, etc. <www.xtec.es/logo/index.htm> es la péagina de usuarios de Logo de Cataufia
<www.uam.es/servisios/apoyodocencialice/logo/index.htm> es la pagina del Grupo Logo de Madrid. <www.eurologo.org> esla
pagina del congreso europeo de usuarios de Logo.

10 Lainvestigacion sobre ensefianzay aprendizaje de lageometria



dadficacion de los cuadrilderos. La Udltima pate esta dedicada a edtudiar los
movimientos (isometrias) del plano, las caracteridticas visudes de cada movimiento, su

utilizacion pararesolver problemasy |as relaciones entre tradaciones, girosy smetrias.

Otro gemplo es la unidad de ensefianza para edtudiantes de Magisterio
presentada en Barroso (2000). La primera pate estd formada por informacion
introductoria sobre las caracteriticas de Logo y sus conjuntos de primitivas bésices,
seguida por numerosas actividades de afianzamiento en las que se pide dibujar diversas

figuras.

Podemos considerar los programas de geometria dindmica (PGD) como los
sucesores del Logo en popularidad e interés despertado tanto entre profesores como
investigadores  didactas. Exigten numerosos PGD, entre elos Cabri-Géometre,
Cinderella, Geometer's Sketchpad y Geup (Alvarez, 2001)2. Sdvando las diferencias
visudes entre elos en cuanto a su edtilo de presentacion en la pantdla, y unas pocas
diferencias importantes por agunas habilidades presentes en un programa y no en los
otros, todos dlos tienen una base comin, que es la capacidad de redizar construcciones
geométricas a patir de objetos eementades (punto, segmento, recta, circunferencia,
poligono, etc.) y acciones maeméticas (dibujar una recta perpendicular o paralda, €
punto medio, la bisectriz, € objeto smétrico, etc.) y de transformar esas construcciones
en tiempo red mediante arastre con € cursor de adguno de los eementos de la
congruccién, de manera que las propiedades mateméticas usadas para redizar la
condruccién se mantienen; por gemplo, S creamos una recta y construimos una
segunda recta como pardela a la primera, cada vez que giremos la primera recta la
segunda redizard @ giro correspondiente para mantenerse paralda a la primera aunque,
probablemente, a diferente distancia de dla Eda habilidad de transformacion continua
de los PGD es lo que les proporciona su gran potenciad didéctico, pues permiten a los
estudiantes ver una gran vaiedad de gemplos o casos diferentes en pocos segundos,

ago que en un contexto de pizarra, papd y |4piz esimposible.

Esta manera de actuar de los PGD (redlizar construcciones mediante propiedades
matematicas que las caracterizan y que permanecen invaiantes ante transformaciones
de arastre) ha dado lugar a la distincion entre los conceptos de figura y dibujo, que es

fundamental para entender y usar adecuadamente estos programas. Siguiendo a

2 Es posible obtener versiones demo de todos estos programas en sus respectivas paginas web: <www.cabri.net>,
<www.cinderella.de/en/index.html>, <www.keypress.com/sketchpad>y <www.geup.net>
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Laborde, Capponi (1994), una figura es un objeto matemético creado por € ordenador
que estd caracterizado por las propiedades mateméticas (pero no visuaes) usadas en su
condruccion, y un dibujo es una representacion particular de una figura en la pantala
dd ordenador, es decir un gemplo de esa figura Por gemplo, es tipico que los
edudiantes que inician @ aprendizae de un PGD condruyan un cuadrado trazando
cuatro ssgmentos verticdes y horizontdes de la misma longitud (figura 29). En ete
caso, la perpendicularidad de los lados no se obtiene por medios mateméticos (por
gemplo mediante d comando “recta perpendicula”), sno visudes. Ademas la
iguddad de los lados se obtiene midiendo sus longitudes y dargando los lados més
cortos hasta ver las cuatro medidas iguaes, 1o cud también es un procedimiento visud.
El resultado es que, cuando los estudiantes seleccionan un vértice de su cuadrado y lo
aradtran, € poligono congtruido se deforma, pues los otros tres vértices se quedan fijos
(figura 2b). Por lo tanto, la figura congruida no es un cuadrado sino un cuadriléero
generd, ya que la Unica propiedad matemética que la caracteriza es la de ser un

poligono con cuatro lados, representada a veces por un dibujo con forma de cuadrado.

1 I,BD T 1 _.Bl:l o
1 I,BD oI 1 .'E“:I Ch 1 JBD cm BT o
1,80 cm 359¢
a b
Figura2

Es interesante observar que Logo y los PGD requieren andisis diferentes de las
figuras geométricas para su congruccion. La diferencia més evidente es que en Logo s
deben considerar los angulos exteriores de los poligonos, mientras que en los PGD se
utilizan los éngulos interiores. Otra diferencia notable es que en Logo la iguaddad de
longitudes se garantiza avanzando € mismo nlmero de pasos, mientras que en los PGD
se hace dibujando circunferencias (Balacheff, Kaput, 1996; Barroso, 2000).

Hay infinidad de publicaciones que dan cuenta de resultados de investigaciones
basadas en PGD, en las cudes se ha trabgjado con estudiantes desde |os primeros cursos
de Primaria hasta la universdad. No obstante, Secundaria es d segmento educativo d
gue mas atencion estan prestando los investigadores, pues es en € que se puede sacar

més provecho de estos programas. Un estudio de este tipo es Marrades (1996), en €
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cud su autor tratd de identificar y andizar agunas variables presentes en los procesos
de resolucion de problemas de geometria con PGD en los que los estudiantes deben
elaborar y judtificar conjeturas. Para €elo, trabgando con Cabri versén 1.7, se prepard
una secuencia de actividades, basada en contenidos de geometria usudmente estudiados
en ESO3, con d doble objetivo de ensefiar a los estudiantes contenidos geometricos y de
iniciarles en @ razonamiento deductivo matemético, pidiéndoles eaborar conjeturas y
judtificarlas. Las actividades elaboradas son:

1) Propiedades de los éngulos formados por dos rectas pardelas y una
transversd.

2) Sumade los &hgulos interiores de un triangulo.

3) Propiedades de los angulos exteriores de un tridngulo: Relaciones con los
angulos interiores.

4) Propiedades de los trigngulos isdsceles Elementos igudes, formas de

construccion, relaciones entre aturas, bisectrices, mediatrices y medianas.

5) Teorema de Varignon: Propiedades dd cuadrildero cuyos vértices son los
puntos medios de los lados de otro cuadrilétero.

6) Relacion entre los angulos centra e inscrito de una circunferencia
7) Construccidn de un cometad. Conjeturas sobre iguadades de angulos.

8) Congruccion de un trigngulo inscrito en una circunferencia y la tangente por

uno de los vértices. Conjeturas sobre iguadades de dngulos.

Como puede observarse, hay una progreson en las actividades en cuanto a los
conocimientos previos necesarios y a la dificultad de las conjeturas que los estudiantes
deben descubrir y judtificar. También quedd patente en esta investigacion la necesidad
de que los estudiantes sepan usar € correctamente e PGD antes de empezar a hacer
mateméticas con €, por 1o que es necesario un periodo introductorio para estudiantes sin
experiencia previa En edta introduccidn, es fundamentd definir claramente € contrato
didéctico relativo a la diferencia entre figura y dibujo y a cdmo vaidar la correccidon de
una congtruccion. En los PGD edta vaidacion se basa en € arrastre con € cursor de los

elementos libres de la figura condruida: Una figura estd bien congtruida s, a arastrar

3 La experimentacion tuvo lugar antes de implantarse la ESO, con estudiantes de 2° de BUP que no habian estudiado estos
contenidos de geometria desde 7° de EGB.

4 Un cometa es un cuadril&tero con dos pares de lados consecutivos iguales (a veces se exije también que sea convexo).
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cuaquiera de sus dementos, ésta “no se deshace’, es decir, consarva las caracteristicas
mateméticas que la definen. La figura 2 muestra un caso de figura md condruida,

porque a arrastrar un vértice degja de ser un cuadrado.

Aunque hay autores que previenen contra la poshbilidad de que d uso de PGD
obgaculice @ aprendizae de las demostraciones deductivas, porque la informacion
proporcionada por la accion de arastre en la pantdla es tan convincente que los
aumnos no senten la necesidad de otro tipo de demostracién (Chazan, 1993; Healy,
2000), diversas invettigaciones estan poniendo en evidencia lo beneficioso que puede
s usar un PGD para ayudar a los estudiantes a entrar en € terreno de razonamiento
geométrico abstracto (Jones, Gutiérrez, Mariotti, 2001).

Haciendo uso de las posibilidades actudes de las redes informéticas basadas en
internet, la ensefianza a digancia adquiere nuevos dSgnificados, pues es posble
minimizar € principal inconveniente de la ensefianza a digtancia tradiciond, la fdta de
relacion interactiva entre profesor y adumnos y entre los dumnos. Murillo (2001) ha
disefiado un entorno de ensefianza a distancia de la geometria de ESO basado en Cabori.
La rdacion entre profesor y edtudiantes y entre éstos se basa en diversos medios de
comunicacion eectronica de uso comin en la actudidad, como paginas web, correo
electrénico y foro de discusion. La pagina web se usa principadmente para plantear los
problemas que deben resolver los dumnos. El correo dectronico es € medio para que
aumnos y profesor intercambien informacion, preguntas y respuedtas, archivos de Cabri
con congtrucciones, etc. El foro de discuson es € lugar donde los estudiantes pueden
plantear publicamente dudas, pedir ayuda, responder, etc. a sus compafieros y donde
tienen lugar discusones sobre determinados conceptos o problemas planteados tanto
por € profesor como por estudiantes. Entre los objetivos de esta investigacion estén €
de disefiar un entorno interactivo y colaborativo de ensefianza en d que los estudiantes
tengan libertad para trabgar a su ritmo y de manera auténoma, y € de andizar los
digintos tipos de interacciones que se producen en edte entorno y evauar su influencia

en d gorendizge de los dumnos.

En cuanto a las actividades planteadas, estén divididas en varios bloques:
Medida, edimacion y cdculo de longitudes y superficies, dementos geométricos
bésicos dd plano; semganzas y d teorema de Thdes, transformaciones isométricas. En
todos los casos se trata de actividades abiertas que admiten variedad de respuesta o

enfoques.
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Otro reciente tipo de software muy interesante son los programas de
representacion dinamica de solidos, que nos permiten mover y transformar los solidos
de manera interactiva y en tiempo read. La cantidad de cdculos necesarios para
representar un sdlido en perspectiva y la velocidad con que deben hacerse para que la
pantdla dé sensacion de movimiento continuo hacen que hasta hace pocos afios los

ordenadores personaes no tuvieran potencia suficiente paraelo.

Los actudes programas de geometria espacid pueden convertirse en un
excdente complemento (pero nunca sudtituto) de las tradicionades cgas de solidos
geométricos de madera o cartulina. Una imagen dindmica de un solido en la pantdla de
un ordenador nunca podra mejorar la calidad de una imagen red de ese Sdlido en las
manos de los estudiantes, pero los ordenadores nos permiten hacer actividades mucho
més variadas que los solidos redes, como € paso de una forma de representacion a otra
(opaca o0 transparente, en perspectiva 0 en proyecciones ortogonales, etc) e
truncamiento, la superposicion de solidos, la transformacion en desarrollos planos, etc.
En la seccion de este capitulo dedicada a la visudizacion en geomelria presento

gemplos de este tipo de programas y resultados de investigaciones basadas en dllos.

3. Pruebas, justificaciones, demostraciones, ...

La demodtracion es uno de los pilares en los que se gpoyan las matematicas
actudes. Los investigadores mateméticos estén de acuerdo en que una demostracion es
el Unico medio vdido para aceptar la veracidad de un nuevo teorema. Esta unanimidad
se rompe cuando se trata de decidir qué es aceptable como demostracion y qué no |o es,
pues hay entre los matematicos orientaciones epistemoldgicas divergentes, como los
intuicionistas, que rechazan la demostracion por reduccion d dosurdo y los formdistas,
gue la aceptan (Séenz, 2001). Recientemente ha habido propuestas de nuevos tipos de
demodtracion diferentes de la tradiciona demostracion deductiva légico-formd. As s
han propuesto las demodtraciones “de conocimiento cero”, en las que se proporciona
evidencia de que existe una demostracion vaida pero no se da informacion sobre como
es esa demodtracion, y las “demodtraciones hologréficas’, condgtentes en re-escribir
con gran detdle una demodracion y veificar la vaidez de fragmentos eegidos d azar
de la nueva demogtracion (con frecuencia con ayuda de un ordenador para incrementar
d nimero de fragmentos verificados); este procedimiento no da una certeza absoluta de
gue la demostracion es correcta, Sno un grado de certeza que puede cdcularse
probabilisticamente (Hanna, 1996).
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Sn llegar a tipos de demodtracion como los anteriores, tan aegados de las
préacticas de demodracion forma habitudes, recientemente han surgido también
demostraciones gpoyadas en caculos redizados por ordenador, la mas famosa de las
cuaes es la demostracion del teorema de los cuatro colores por Apple y Haken. Los
detractores de esta forma de demodtracion argumentan que los programas pueden tener

falosy que los ordenadores pueden cometer errores de cdculo.

Otro caso que ha generado polémica es la reciente demostracion del teorema de
Fermat. Su autor, Andrew Wiles, hizo publica en 1993 una demodtraciéon que, a ser
andizada por expertos, resultd invdida. Tras varios meses de trabgo intensvo con la
ayuda de Richard Taylor, Wiles presentd en 1995 una nueva demostracion que ha sido
andizada con todo detdle por d reducidismo grupo de expertos capaces de
comprenderla, los cudes han llegado a la concluson de que esta demostracion s es
correcta. La polémica ha surgido por € hecho de que esta demostracidn es tan larga y
complga que sOlo unas pocas personas en @ mundo estan en condiciones de leerla,
comprenderla y andizarla, 1o cud plantea la cuestion de § es razonable tener que
aceptar la vdidez de una demostracion basdndonos solo en la confianza que nos ofrece

la opinion de otras personas.

También en € mundo de las mateméticas escolares hay opiniones dispares sobre
como pueden o0 deben ser las demogtraciones admisibles de los estudiantes, s bien aqui
e motivo de discrepancia no tiene que ver con las précticas de los mateméticos
profesonales sno con las creencias de los edudiantes y con € desarollo de su
capacidad de razonamiento deductivo. Superadas la época de las “mateméticas
modernas’, en la que se intentaba que todos los estudiantes de Secundaria gprendieran a
hacer demostraciones formdes, y las décadas sguientes, en las que pocas veces se
mencionaban las demodraciones y muchas menos se ensefidban, en la actudidad nos
encontramos en un momento en € que profesores, didactas y matematicos preocupados
por la problemética de la ensefianza estén bastante de acuerdo en que es necesario que
los estudiantes de Secundaria inicien € contacto con las demodtraciones y en que
gprender a demostrar es un largo camino, que generdmente dura varios afios, en € que

las demostraciones formales sdlo son d Ultimo paso.
En d contexto de la ensefianza no universtaria, es necesario dar a la paabra
“demostracion” un dgnificado amplio que integre diversos tipos de judtificaciones,

verificaciones 0 demodtraciones informaes y formaes admitidas por los estudiantes, en
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coherencia con los niveles 2° a 4° de Van Hiele (ver la primera seccion de este capitul ).
En eda linea, € edudio redizado por Martinez (1999) presenta un andiss
epigtemoldgico de la demostracion maemédica en € que identifica una serie de
conceptos relacionados con @ de demodracion formd, como son  explicacion,
judtificacion, argumentacion, etc. que tienen dgnificados y utilidades proximas, pero
diferentes, a los de demostracion y que son utilizados por profesores y estudiantes en las
clases de mateméticas. Se trata de una red de términos con significados diferentes que,

ademés, pueden variar seglin sea un profesor 0 un estudiante quien los ponga en juego.

Lo que un profesor nunca debe hacer es empefiarse en que sus dumnos redicen
un tipo de demostraciones para las que todavia no estan preparados y cuya estructura y
findidad no entienden. La parte més dificil dd trabgo de un profesor en este terreno es
la que tiene que ver con hacer progresar la habilidad de sus dumnos para hacer
demodtraciones. Los resultados de diversas investigaciones indican que, d organizar las
clases, es necesario tener en cuenta tres facetas edtrechamente relacionadas. Las
funciones de las demodtraciones, las concepciones de los estudiantes sobre

demostracion y los tipos de demostraciones producidas por |os estudiantes.

1) Las funciones de las demodraciones en mateméicas. Bedl (1976) y De

Villiers (1993) han identificado diversas funciones que gercen las demostraciones:

Explicaciéon: Con frecuencia se pide a los estudiantes demostrar resultados de
cuya veracidad ya estén convencidos porque ya los habian estudiado en otros cursos o
porque han experimentado con dlos, por gemplo con Cabri. En ede caso, la
demostracion no debe pretender convencer ni verificar que esa afirmacion es cierta, sino

explicar por quélo es.

Descubrimiento: En ocasiones los mateméticos plantean una conjetura correcta
pero, tras demostrarla, un andiss cuidadoso de la demostracion les permite descubrir
gue no han usado aguna de las hipétesis, por 1o que su conjetura o € Mas que un caso
particular de otro teorema més genera e interesante. Asi pues, esta demostracion les ha

permitido encontrar otro teorema que previamente no sospechaban.

Conviccion o verificacién: Esa es la funcidn més “popula” de las
demostraciones, y la que una mayoria de profesores de Secundaria y universdad se
afanan por transmitir. ES necesaria una demostracion para convencernos de que una

afirmacion o conjetura es cierta, porque nos proporciona la certeza absoluta de dicha
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veracidad. Sn embargo edo es pacidmente fdso pues en d mundo de los
investigadores mateméticos, esta funcion apenas se encuentra, ya que generdmente los
mateméticos solo intentan hacer una demodracion forma cuando estén razonablemente

convencidos de que su resultado es cierto.

Reto intelectual: Resolver un problema, demostrar una conjetura o encontrar una
nueva demostracion de un teorema ya conocido son para la mayoria de los mateméticos
actividades tan aractivas y absorbentes como para ofras personas resolver
rompecabezas, hacer crucigramas o llegar d Ultimo nive de un video-juego. En ese
caso, la demastracion no tiene un objetivo cientifico o educativo, sino Iddico.

Sstematizacion: Cuando nos encontramos ante una variedad de axiomas,
definiciones y teoremas relacionados, es necesario organizar esta informacion de una
manera coherente y sstemética En este caso, las demostraciones nos permiten sacar a
la luz las relaciones deductivas entre axiomas 0 definiciones y teoremas y entre uncs y
otros teoremas, y adquirir una vison globa de todos dlos. Con frecuencia es poshble
organizar de diferentes maneras un conjunto de teoremas, que nos darén digintos puntos

de vista sobre la estructura de este campo matematico.

Comunicacion: En d mundo de las matemdticas, como en muchas otras
profesiones o especididades, hay determinados codigos, lengugjes y convenciones que
hay que usar para compartir informacion entre los miembros del grupo. En este sentido,
una demodtracion de un teorema es @ medio aceptado por los mateméticos
profesondes para comunicarse entre elos e informar de la vaidez de los resultados

obtenidos.

De Villiers (1999) propone que los profesores planteen a sus aumnos problemas
que les permitan notar las diferentes funciones de las demostraciones, y que b hagan en
el orden en que edtan descritas en los parafos anteriores. Por gemplo, veamos los

Sguientes problemas.

P1) Una parcda con forma de tridngulo equildero esta limitada por una cerca

eléctrica. Cada lado de la parcela necesita estar conectado a generador eléctrico, que
esta dentro de la parcela. ¢Donde debe poner € propietario € generador para emplear la

menor cantidad de cable posible en |as conexiones con la cerca?
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Figura3

En términos geoméricos, P1 condste en encontrar un punto G interior d
tridngulo ta que la suma de sus digancias a los tres lados sea minima (figura 3).
Redizando la congruccion con Cabri (G es un punto libre dentro dd triagngulo) y
cdculando la suma de las distancias de G a los lados dd tridngulo, todos los estudiantes
Sse convencen dd sorprendente resultado: La suma de distancias es la misma para todos
los puntos interiores d triangulo, luego G puede ser cudquiera de dlos. Al hacer la
demostraciéns, se comprende por qué es cierto este resultado, luego esta demostracion
muestra su funcidn de explicacion.

P>) Dibujemos un cometa y los puntos medios de sus lados S unimos

ordenadamente los puntos medios, obtenemos un cuadrilétero. ¢Qué tipo de cuadrilatero
es? ¢Puede ser alguna vez un cuadrado?

Figura4
Al redizar € dibujo (figura 4), descubrimos que d cuadrildero interior es

sempre un rectangulo y, en paticular, es un cuadrado cuando & cometa es un rombo.
Una vez completada la demodracione, s la andizamos detenidamente podemos
observar que la Unica propiedad de los cometas que se Utiliza es que sus diagonaes son
perpendiculares (e iguales para obtener un cuadrado). Por tanto, reamente hemos
demostrado un resultado mas genera, concretamente que @ cuadrildero interior es un

rectingulo sempre que d cuadrildero exterior (Que puede ser concavo je incluso

5 Unase G con los vértices del triangulo y simense las éreas de | os tres triangul os creados.
6 Basada en relacionar mediante el teorema de Tales los lados del rectangulo con las diagonales del cometa.
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cruzado!) tiene sus diagondes perpendiculares y es un cuadrado 4, ademas, las
diagondes tienen la misma longitud. Esta demodtracion nos muestra su faceta de
descubrimiento, pues nos ha permitido encontrar otro resultado desconocido

previamente.

2) Las concepciones usuaes de los estudiantes de la demostracion matemética.

De Villiers (1991) da cuenta de una investigacion en la que se presentaron a 519
estudiantes de Secundaria diversos enunciados de propiedades geométricas estudiadas
usualmente en cursos anteriores y se les pidid que dijeran, para cada uno, S creian que
esa propiedad es cierta o fasa y por qué lo creian. Aproximadamente d 65% de los
estudiantes de todos los cursos contestaron que creian que las propiedades son ciertas
porque estén en d libro de texto o porque un profesor se lo habia dicho. Sowder y Harel
(1998) encontraron que este tipo de judificacion es frecuente incluso en estudiantes
univerdtarios. Se trata, por tanto, de estudiantes que aceptan la veracidad de una
afirmacion a partir de una fuente de conviccion externa (porque asi |o dice un profesor,

libro de texto, compafiero mas avanzado, etc.).

La funcion de las demodraciones de conviccion o verificacion eta
estrechamente relacionada con esta concepcion de los estudiantes, pues ambas estén
presentes en las clases en que los profesores presentan a sus aumnos los teoremas que
hay que estudiar como resultados ya establecidos y sus demostraciones ya elaboradas en
los libros de texto. Pero, d mismo tiempo, otros estudiantes rechazan este papel de las
demostraciones pues, después de habérsdes presentado una demostracion de un
enunciado, dfirman que necedtan comprobar agunos gemplos paa estar

completamente seguros de su veracidad.

En la invedtigacion de De Villiers mencionada antes, cas d 25% de los
estudiantes contestaron que creian que las propiedades enunciadas son ciertas porque se
habian convencido de dlo a partir de su propia experiencia. Por tanto, estos estudiantes
habian redlizado dgun tipo de verificacion o demostracion que les ayudara a decidir s
e enunciado es cieto 0 no, es decir que necesitan una fuente de conviccion personal

gue es su propia experiencia

En ofras invedigaciones, numerosos edudiantes que han  verificado una
conjetura en agunos gemplos afirman que e basta para convencerles de que la

conjetura es cierta y no necestan mas demodracion (estén en € nivel 2 de Van Hide),
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pero otros edtudiantes afirman que, aunque los gemplos les han convencido de la
veracidad de la conjetura, quieren aguna explicacion de por qué es cierta (estan en d
nivd 3 0 4 de Van Hide). Eda respuesta da a las demostraciones la funcion de
explicacion.

Paa que los edudiantes empiecen a comprender la necesdad de las
demostraciones deductivas, los profesores deben plantearles problemas que elos vean
como interesantes y conjeturas que resulten ser parcidmente falsas. Kline (1978, p. 186)
ya nos advertia de que “las demostraciones tienen sentido cuando responden a las dudas

de los estudiantes, cuando se demuestra algo que no es evidente” paraelos.

3) Los tipos de demostraciones que los estudiantes producen y aceptan como
vdidas. Baacheff (1988 a y b) redizd investigaciones en las que propuso a estudiantes
de Secundaria resolver problemas en los que debian formular y demostrar conjeturas. El
andliss de las respuestas dio lugar a dos grandes categorias de demostraciones,

demostraciones empiricas y deductivas, cada una con varias subcategorias.

Demostraciones empiricas  son las que judtifican la veracidad de una conjetura
mediante su comprobacion en uno o varios gemplos concretos. Corresponden a nivel 2
de razonamiento de Van Hide Bdacheff distingue tres tipos de demostraciones
empiricas.

* Empirismo naif: Se trata de demodraciones en las que @ estudiante elige uno o

varios gemplos de manera aegtoria

Un caso tipico es comprobar con Cabri la veracidad de una conjetura mediante
aradre, desplazando € cursor por la pantdla sn seguir ningdn camino o edraegia
predeterminados. En contextos de 18piz y papd, la forma més frecuente de empirismo

naif condgste en dibujar uno o varios gemplosy verificar en elos la conjetura.

* Experimento crucid: Se trata de demostraciones en las que € estudiante elige
cuidadosamente un gemplo, con € convencimiento de que S la conjetura es cierta en

este gemplo, sera ciertasiempre.

Esta forma de demostracion se da cuando € problema se refiere a cuadrilderos y
los estudiantes seleccionan figuras de un tipo particular, por gemplo rectdngulos, para

verificar la conjetura.
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* Ejemplo genérico. Se trata de demostraciones en las que d estudiante elige un
gemplo que acta como representante de su familia, por 1o que la demostracion, aunque

sea particular, pretende ser abgtractay tener validez paratoda la familia representada.

La sguiente solucion d problema de cdcular d nimero de diagondes de un
poligono de n lados (Balacheff, 1988 a) es un gemplo genérico: Tras dibujar un
poligono de 8 lados y sus diagondes (figura 5), dos estudiantes cuentan la cantidad de
vértices unidos mediante diagondes con cada vértice, y explican: “A, son 5 puntos. B,
son 5 puntos. C, son 5 puntos menos 1, porque CA ya esta, luego son 4 puntos. D, son 3
puntos, porque ya estédn A y B. E, serédn 3 puntos porque ya estdn A, By C. F, son 2
puntos ... no, E son 2 puntos. Entonces, F es 1 punto y G no tendrd ninguno. Y H
todavia menos” Después, los estudiantes resumen su judificacion: “Los dos primeros
puntos que se toman tienen 5 [diagondes], y después cada vez que se toman 2 puntos,
e0 hace 1 [diagond] menos porque cuanto méas se sigue, més [diagondes] ettaran
duplicadas’.

Figurab
Como s ve la obsarvacion de gemplo dibujado se ha convertido en la

demodtracion, y los estudiantes no han sabido formular la relacion generd: La cantided
de diagondes de un poligono de n lados es la suma (n-3) + (n-3) + (n-4) + (n5) + ... +
2 + 1. No obgtante, este gemplo tenia @ papel de representante de la familia de los
poligonos, pues esta paga de estudiantes era capaz de cacular la cantidad de
diagondes de cuaquier poligono adaptando la relacién que habian descubierto, aunque

no eran capaces de formular larelacion generd.

Demostraciones deductivas son las que judtifican la veracidad de una conjetura
mediante argumentos deductivos basados en las hipotess y otras propiedades
previamente admitidas como ciertas. Corresponden a bs niveles 3 y 4 de razonamiento
de Van Hidle. Baacheff distingue dostipos:
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*  Experimento mentd: Son demodraciones en las que los edtudiantes
interiorizan las acciones redizadas previamente (generdmente  observacion  de
gemplos), las disocian de esas acciones concretas y las convierten en argumentos
abstractos  deductivos basados en las propiedades observadas y no en las
particularidades del g emplo usado.

En € problema de cdculo de la cantidad de diagonades, un estudiante empez6
dibujando agunos poligonos y contando la cantidad de diagonaes que sdian de cada
vértice. Después escribid: “En un poligono de n  lados, cada vétice tiene n-3
diagonales, porque no se puede unir con ese vértice ni con los dos que estan junto a 4.
Como d poligono tiene n lados, salen n(n-3) diagonales. Pero cada diagona se cuenta
dos veces, luego queda n(n-3)/2°. A diferencia del caso de demostracion mediante
gemplo genérico, ahora @ estudiante si ha Sdo capaz de generdizar d resultado que ha

observado en los g emplos concretos que ha dibujado.

* Cdculo ambdlico: Se trata de demodraciones que no tienen relacion con
experimantaciones con gemplos, SN0 que estdn basadas en trandformaciones mas o
menos formalizadas de expresiones smbdlicas y de los enunciados.

Se puede obsarvar que la dadficacion hecha por Bdacheff de las
demostraciones deductivas es bastante smplista. Hardl y Sowder (1998), a partir de
experimentos con edudiantes universitarios proponen una clasficacion mucho maés
detdllada de demostraciones deductivas, 9 bien andizarla s sdle de mis objetivos en
este capitulo.

Las cladficaciones de demostraciones planteadas por Baacheff y por Had y
Sowder son actudmente los principdes modelos de referencia para los estudios sobre
esta problemética. No obstante, ésta es una linea de investigacion abierta en la que se
sSgue trabgando para meorar las descripciones anteriores, no es infrecuente encontrar
edudios experimentdes en los que las categorias anteriores no se adeclan a las
respuestas de los estudiantes, por lo que sus autores introducen modificaciones que
adaptan y enriquecen dichas categorias (Ibafies, 2001; Marrades, Gutiérrez, 2001).

Exigen numerosas propuestas de ensefianza de la demostracién basadas en
contenidos geométricos. En Jones, Gutiérez, Mariotti (2001) se presentan varias de
ellas, todas aprovechando la potenciadlidad de los entornos de geometria dinamica, pero

con objetivos y metodologias diferentes. Otra propuesta, interesante por lo inusud, es la
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que presentan Fuys, Geddes y Tischler (1988), que se basa en experimentos de
ensefianza de la propia Dina Van Hiele. Esta formada por 7 actividades, cada una con
varias partes, cuyo objetivo de ensefianza es € gprendizge de algunas propiedades
basca de los tridngulos, y cuyo objetivo respecto de la demostracion es iniciar a los

estudiantes en € uso de argumentos deductivos.

- La primera actividad, orientada a la deteccién de conocimientos 0 carencias
previos, plantea manipulaciones de comparacion y medicion de angulos y termina con
una toma de contacto con la propiedad de la suma de los dngulos de un tridngulo (figura
6).

SUuE pieza emeaja?

< L | & [L>

- -
v &

Figura6

- La segunda actividad establece € entorno de trabgo, formado por malas de
pardedogramos y triangulos. Se propone a los estudiantes congtruir diversos mosaicos
con badosas con forma de cuadrado, rectangulo y paraedogramo y dibujar las malas
correspondientes. También se les propone construir nallas con triangulos congruentes 'y
dibujar estas mdlas afiadiendo diagonaes alas mallas de parddogramos (figura 7).

L=

Figura7

- En la tercera actividad se introducen dos eementos que seran las piezas clave

para facilitar los argumentos deductivos de los estudiantes. Se trata de las “escderas’
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(formadas por una recta y un haz de segmentos paralelos, congruentes y con un extremo
en la recta) y las “deras’ (haces de segmentos paraldos y congruentes formando una

estructura con forma de sSerra de cortar) (figura 8).

Estas zon ezcaleras

vl

Estaz zom zietras

AN

Estaz no son esealeras

e i

Eztas wo zom sierras

ovs e

Aouales som escaleras?

aE ]:Ec%d-_é‘

JCuales som siervas?

TG

Figu

ra8

- La cuarta actividad tiene dos partes diferenciadas. Comienza pidiendo a los

edudiantes que dibujen Seras y escaderas en una mdla triangular y obsarven sus

propiedades mateméticas de pardeismo y congruencia de angulos. También se ensefia a

los estudiantes dos formas de dibujar escderas, dibujando segmentos parados y
dibujando angulos igudes (figura 9) y dos formas andogas de dibujar seras. Esta

actividad refuerza la idea de la dependencia entre la congruencia de los angulos y €

pardeismo de los ssgmentos.

=—

I

~F

[-F-¢

Figura 9. Dosformas de

dibujar sierras.

La segunda pate de eda actividad pide a los esudiantes que judifiquen la

congruencia de varios agulos en una mdla de paradeogramos (figura 10) utilizando

Seras y escderas (dos angulos son congruentes porque pertenecen a la misma sierra o

excdera) y, por Ultimo, que descubran y judtifiquen relaciones entre los dngulos de un

paraelogramo.

==

FE

*
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=

Figura 10.
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- En la quinta actividad se pide a los estudiantes que coloreen los dngulos de una
mdla de triangulos escdenos. La observacion de resultado les llevara a enunciar la
propiedad de que los angulos de un tridngulo suman 180° (figura 11). A continuacion
deben judificar eta dfirmacion usando dSeras y exdeas para organizar  un
razonamiento deductivo. Después se hace un trabgo smilar con malas de diversos
tipos de parddogramos y de trapezoides para descubrir y demostrar que la suma de los
angulos de un cuadrilétero es 360°.

La suma de los angu
Ta los ez 120°

Figura1l.

- La sexta actividad tiene como objetivo presentar a los estudiantes una forma
gréfica de representar las demostraciones de las propiedades trabgjadas en la actividad
anterior. Se les dan fichas con diversos enunciados y flechas, y dlos tienen que
organizarlas en un diagrama que represente los pasos de la demostracion, en € que las
flechas son las implicaciones logicas. Los estudiantes continlan también & proceso
deductivo incluyendo la propiedad de la suma de los dngulos de un pentagono, deducida
de las anteriores dividiendo € pentdgono mediante dgunas diagondes. La figura 12
muestra un resultado de esta actividad.
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Un angulo lla
no mide 180°
Sierra
Suma angulos
B triang. es 180° @

Suma angulos
cuadr. es 360°

D o5

Suma angulos
pentag es 540°

Figural2.

- En la Utima actividad se proponen problemas para cuya resolucion es
necesario  utilizar los conocimientos adquiridos en las actividades anteriores. En
concreto, se trabga con la relacion entre los angulos interiores y exteriores de un
triangulo G+5= %): Se presentan a los estudiantes un gemplo, un caso paticular y €
ca0n generd (figura 13), y se les piden que den una judtificacion deductiva mediante

derasy escaeras construyendo un diagrama.

=

s
=
(=

Figural3
Los parafos anteriores son un resumen de esta unidad de ensefianza que es un
excdente gemplo de como se puede introducir a los estudiantes en d mundo de las
deducciones logicas y las judtificaciones deductiva abstractas sin necesidad de llegar a
utilizar d lenguge maematico formd. En Jame, Gutiérez (1990) hacemos un andiss
més detdlado de esta propuesta de ensefianza a la luz de los niveles y fases de Van
Hide,
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4. Lavisualizacion en geometria
El uso de objetos fidcos, moddos y figuras es la principd ama de los

profesores para ayudar a los estudiantes a comprender los conceptos geométricos, de
agui que la capacidad de visualizacion (o imaginecion espacid) sea imprescindible para
gorender geometria La visudizacion es muy (til en cudquier &rea de las mateméticas,
pero en este capitulo me limito a reflexionar sobre su uso en geometria. La ensefianza de
la geometria dementd se ha basado sempre en € uso intensvo de objetos, figuras,
diagramas, esguemas, €tc. que ayuden a comprender los conceptos, propiedades,
relaciones 0 formulas estudiados. De esta manera, como indican Hershkowitz, Parzysz,
Dormolen (1996), la geometria aparece ante los estudiantes como la ciencia que estudia
d egacio fisco y lo matematiza La conveniencia de usar representaciones gréficas
como ayuda para comprender los conceptos geométricos se extiende mas ala de la
geometria euclidea dementd. Por gemplo, la geometria hiperbdlicazr se representa
frecuentemente mediante € disco de Poincarés (figura 14), s bien ésta no es la Unica

representacion posible de dicha geometria (Coxeter, 1971).

Figura 14. El disco de Poincaré

En casos como éste, los estudiantes recorren € camino contrario a indicado
antes, pues comienzan con una teoria (la geometria hiperbdlica en este caso) y recurren
a un modelo concreto (el disco de Poincaré) que les permita comprender mejor las
caracteridicas de los entes tedricos, llevandolos a un contexto en & que puedan
representar gréficamente los conceptos y sus propiedades. Por gemplo, es posible crear
con Cabri Il € disco de Poincaré y dibujar un tridngulo hiperbdlico que se pueda
modificar interactivamente para observar propiedades como la medida de sus angulos
(figura 15).

7 Lageometria hiperbdlica se obtiene sustituyendo el 5° axioma de la geometria euclidea (por un punto A exterior aunarectar es
posible trazar sélo una paralela a dicharecta en el plano determinado por A y r) por € siguiente axioma: Por un punto A exterior a
unarectar esposible trazar mas de una paralela a dicharecta en el plano determinado por A y r (Coxeter, 1971).

8 El disco de Poincaré esta formado por €l interior de la circunferencia “horizonte”. En él las “rectas’ son los arcos de las
circunferencias ortogonales al horizonte, por lo que las dos rectas que pasan por A son paralelas alarectar, puesno latocan.
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Figura 15. Un triangulo hiperbélico en el disco de Poincaré.

En este contexto, hay que entender la visualizacién como € conjunto de tipos de
imagenes, procesos y habilidades necesarios para que los estudiantes de geometria
puedan producir, andizar, trandformar y comunicar informacion visua relativa a objetos
reales, modelos y conceptos geométricos. La informacion visua producida (imagenes)
puede s tanto fisca (figuras o diagramas) como mentd (imagenes mentales). El
andiss de informacion visud e refiere tanto a las imagenes producidas por € propio
estudiante como a las recibidas desde € exterior (de estudiantes, profesor, texto, etc.).
Las transformaciones pueden hacerse entre una imagen e informacion verbd (ord o
exrita) o de una imagen en otra. La comunicacion puede ser gréfica, verbad o mixta
(Gutiérrez, 1998).

La unanimidad cas absoluta entre profesores de matematicas y didactas en que
una adecuada capacidad de visudizacion es una heramienta imprescindible para d
gprendizeje de la geometria pocas veces va acompafiada de una reflexion sobre los
procesos de aprendizge de la propia capacidad de visudizacion. Esta no es una
capacidad innata que podemos dgar que se desarrolle de manera esponténea, sSino que
es necesxrio moddarla, ya que la visudizacion es una actividad complga en la que

intervienen varios el ementos que es necesario comprender y gprender a usar.

El reconocimiento de la importancia de la visudizacion en € gorendizge de la
geometria tampoco suele ir acompafiado de un andisis de las propias précticas docentes
para ver § favorecen 0 no @ uso de edrategias visuaes. El estudio llevado a cabo en
Plasencia (2000) tiene como principales objetivos andizar € uso que hacen los
edudiantes de imagenes mentades cuando resudven problemas de mateméticas y
determinar 9 la actuacion ddl profesor influye en eda forma de actividad de los
esudiantes. Para dlo, en un estudio de casos, se explora la actividad del profesor,
averiguando 9 es constiente de la exisencia de dumnos visudizadores y otros que no

lo son y observando s su forma de organizar la clase y las tareas que propone fomentan
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0 no € us de imégenes mentdes. También = explora la actividad de los dumnos,
andizando qué uso hacen de las imégenes mentdes cuando resudven problemas y
edudiando la posble rdacion entre habilidad de visudizacion, competencia matemética

y éxito ecolar.

Entre las conclusones de eda investigacion relativas a los estudiantes, destaca la
identificacion de diversos grados de uso de la visudizacion coherentes con los tres tipos
de estudiantes descritos por Kruteetskii (1976), andlitico, visudizador y mixto. Ademés,
S gounta a una relacion postiva directa entre d uso de la visudizacion y d éxito d
resolver problemas no rutinarios (competencia mateméicad). En cuanto a las
conclusiones sobre la influencia ddl profesor, se observa que s la concepcion ded
profesor de su pape es proxima a la tradiciona de transmisor y organizador de
conocimientos y agoritmos, valorara mas los métodos de trabgo explicados en clase,
en los cudes raramente se usa la visudizacion, que los generados autdnomamente por
los edudiantes, 1o cud tiene una influencia negetiva en la vaoracion académica de los
edudiantes visudizadores (poco éxito escolar), ya que éos suden ser mas
independientesy creativos.

Las invedtigaciones de Presmeg (1986) identificaron varios tipos de imégenes
mentales usadas por los estudiantes a resolver problemas de matemdticas. Los tipos
més utilizados en geometria son:

- Imagenes concretas (fotos en la mente): Se trata de imégenes mentaes
figurativas de objetos redles.

- Imagenes cinéticas. Se trata de imagenes mentdes que llevan asociada una
actividad muscular, como movimiento de una mano, la cabeza, etc. Por gemplo, cuando
un estudiante estd describiendo una figura con segmentos pardelos, coloca las manos

edtiradas pardelasy las mueve de arriba a abgjo.

- Imagenes dinamicas. Se trata de imégenes mentdes en las que imaginamos €
objeto visudizado (0 adguno de sus eementos) moviéndose. A diferencia de las
imagenes cinéticas, en estas imagenes no hay movimiento fisco, sno sdlo visudizado
en la mente. Por gemplo, podemos crear una imagen mentd de una pirdmide apoyada

en su base y visudizarla girando hasta ponerse apoyada en € dpice.

Por su pate, Bishop (1989) describié dos procesos de visudizacion que tienen

lugar d usar imagenes:
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- Interpretacion de la informacion figurativa (IFl): Es d proceso que tiene lugar

d intentar leer, comprender e interpretar unaimagen para extragr informacion de ela

- Procesamiento visual de la informacion (VP): Es @ proceso que tiene lugar a
convertir informacion no visud en imégenes, 0 a trandformar una imagen ya formada

en otra.

Por dtimo, Dd Grande (1990) redizO una recopilacion de habilidedes
necesarias para redizar los procesos anteriores con las imagenes. Las més necesarias

para el trabajo en geometria son:

- Percepcién de figura y contexto: Es la habilidad de reconocer una figura
adandola de su contexto, en € que aparece camuflada o distorsonada por la
superposicion  de otros dementos gréficos. Es imprescindible, por eemplo, para
identificar las caras de Solidos transparentes, en los que se ven todas las aristas. Otro
gemplo son las conocidas demostraciones visudes del teorema de Pitégoras (como la
de figura 16), en las que los estudiantes deben aidar cada cuadrado y tridngulo de uno

delos diagramasy buscar un poligono congruente en otro diagrama.

Figura 16. Demostracion visual del teoremade Pitagoras

- Conservacion de la percepcion: Es la habilidad de reconocer que un objeto
mantiene determinadas propiedades (forma, tamafio, etc.) aunque cambie de poscion y
dge de verse por completo. Esta habilidad es imprescindible en geometria espacia para
mangar solidos opacos, ya que s0lo vemos parte de su superficie. Con frecuencia los
nifios de Primaria son capaces de hacer descripciones de la parte vsible de un poliedro
opaco pero no saben describir esa misma region después de quedar oculta a girar €
poliedro.

- Reconocimiento de relaciones espaciales. Es la habilidad de identificar
correctamente las relaciones entre varios objetos situados simultaneamente en € espacio
(equidistancia, smetria, perpendicularidad, posicion relativa, etc.). ES necesaria, por
gemplo, para identificar los tipos de caras de un poliedro, su cantidad, su distribucion

arededor de los vértices, etc.
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- Discriminacion visual: Es la habilidad de comparar dos imagenes (0 dos

objetos en lamismaimagen) e identificar sus semganzasy diferencias visuaes.

La reacion entre visudizacion y geometria es més edtrecha cuando <e trata de la
geometria espacia, pues d mango de representaciones planas de cuerpos espaciales es
inevitable, por lo que las capacidades de creacion de imagenes mentaes dindmicas y de
interpretacion de representaciones planas de cuerpos espacides son imprescindibles
para progresar en e aprendizae de la geometria espacid. Hay varias formas de
representacion plana de cuerpos geométricos espacides usadas en los libros de textos.
Las més frecuentes son la perspectiva y la proyeccion pardea, aunque es frecuente
encontrar también representaciones mediante proyeccion isométrica y proyecciones

ortogonales.

- La proyeccion en perspectiva (figura 17) es la Unica redista, pues corresponde
a lo que vemos cuando miramos a ese objeto o cuando lo fotografiamos. Los objetos se
representan mas pequefios cuando estan mas lgos dd observador y las lineas parddas

que se dgan se dibujan convergentes.

Figura 17. Dibujo de un cubo en perspectiva.
- En las representaciones mediante proyeccion pardda (figura 18) se mantiene
e paddisno en cudquier direccion y los objetos s ven con d mismo tamaio a
cudquier disancia Edta forma de representacion es la més habitud en los temas de

geometria espacia delos textos de Primariay Secundaria.

Figura 18. Dibujo de un cubo en proyeccién paralela.
- Las representaciones mediante proyeccion isométrica (figura 19) se basan en
una trama de puntos que forma tridngulos equilateros y los vértices de los sdlidos deben

coincidir con puntos de latrama.
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Figura 19. Dibujo de un cubo en proyeccién isométrica.

- Las representaciones mediante proyecciones ortogondes (figura 20) son (tiles
para representar solidos sencillos o en problemas ambientados en contextos reaes
(planos de edificios, etc.). Pueden proporcionar toda la informacion técnica necesaria
para recongruir los solidos, pero pierden la informacion asociada con la forma de los

lidos como unidades visuaes.

-

A

—

Frente Derecha Superior

Figura 20. Dibujo de las proyecciones ortogonal es de un edificio.

No es posible saber qué sdlido esta representado en la figura 21 S no conocemos
e tipo de representacion usada S es un dibujo en proyeccion pardda, o
identificaremos como un prisma recto, pero S es un dibujo en perspectiva, debe ser un
tronco de pirdmide pues en la redidad d rectangulo mas algjado del observador es mas
grande que € dd primer plano y las aistas que unen dichos rectdngulos no son
pardeas. Por lo tanto, cuando un individuo ve una representacion plana y la interpreta
para decidir qué cuerpo etd representado, se hace imprescindible que € autor y €
observador estén de acuerdo en usar las mismas reglas de codificacion y decodificacion,

pues en caso contrario la reconstruccion dd sdlido puede ser errdnea.

Figura21.
Por otra parte, sempre que se hace una representacion plana de un cuerpo 3

dimensond, parte de la informacion sobre ese cuerpo pasa de edtar explicita en d
solido a estar implicita en la representacion o, en muchos casos, a perderse del todo
(Parzysz, 1988). Por gemplo, a dibujar un sdlido opaco, dgamos de ver la parte “de
detras’, por lo que otro observador no tiene posibilidad de saber como es ese sdlido por
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detrés salvo que le proporcionemos otra informacion, como su hombre o varios dibujos
desde digtintas posciones. En la figura 22, € diagrama de la izquierda se interpreta
generamente como una piramide, pero d diagrama de la derecha dga claro que se trata
de un octaedro.

Figura 22. Representaciones opacay transparente del mismo poliedro.

La posbilidad de usar diferentes formas de representacion plana de Sdlidos
plantea la cuestion de su facilidad de uso por edudiantes de diferentes niveles
educativos, que ha sido objeto de varias investigaciones didacticas. Gutiérez (1998) y
Parzysz (1988) observaron la dificultad de uso de las formas de representacion
mencionadas mas arriba por etudiantes de diversos cursos de Primaria y Secundaria. La
concluson generd es que no s puede identificar uno de los anteriores tipos de
representacion como & més fécil para su uso por estudiantes de geometria espacia, pues
mientras es més fé&cil interpretar las representaciones redistas que la de proyecciones
ortogonades, es mas fécil dibujar las proyecciones ortogondes que las redistas. En
particular, € dibujo de representaciones isoméricas y la reconstruccion de proyecciones
ortogonadles son especidmente dificlles s no hay una indruccion explicita organizeda.
Por otra parte, la proyeccion paraela aparece como la més adecuada para los estudiantes
de Secundaria porque éstos condderan mas importante la conservacion en las
representaciones  planas de propiedades geoméricas (paraldismo, iguddad de
longitudes, etc.) que d redismo de la representacion. En cuanto a la redizacion de
dibujos en perspectiva a mano dzada, que es como los hacen habituamente los
edudiantes fuera de las adgnaturas de dibujo técnico, Mitchemore (1980) identificd
cuatro etgpas en € desarrollo de la habilidad de dibujo de este tipo de representacion,
resumidas en la figura 23 mediante un pardeepipedo, un cilindro, una piramide de base
cuadrada, un cubo y un prismarecto de base triangular.
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Figura 23. Etapas del aprendizaje del dibujo en perspectiva.
La primera etgpa se caracteriza por centrar la aencion en una caa

representativa. En la segunda etapa se dibujan la mayoria de las caras, incluso dgunas
gue no s pueden ver smultaneamente, en un esgquema plano. En la tercera etapa,
dividida en dos sub-etapas, los dibujos se hacen més redidas y empiezan a tener en
cuenta la profundidad. La cuarta etapa corresponde a los dibujos suficientemente
correctos. La figura 24 muedtra gemplos de dibujos de un cubo, una piramide, un
paradepipedo y un octaedro regular hechos por estudiantes de diferentes cursos de
EGB que participaron en lainvestigacion descrita en Gutiérrez y otros (1992).
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Etapa 1l Etapa 2 Etapa 3a Etapa 3b Etapa4
cubo, pirdmide paraelep. cubo pirdmide pirémide

octaedro paradep. paraeep. octaedro paraelep.

WNZEEY
Vel %

Figura24.
Otras invedtigaciones se han centrado en la ensefianza dd uso de diversas

representaciones planas (Burton, Cooper, Leder, 1986; Gutiérrez y otros, 1992;
Gutiérrez, 1996; Winter y otros, 1986; Woodrow, 1991). Todas concluyen que las
habilidades de uso de representaciones planas S se pueden ensefiar, mediante
actividades en las que los estudiantes progresen poco a poco en la comprension de las
caracteristicas de @da tipo de representacion y practiquen para afianzar las destrezas de
dibujo necesarias. En varios de los estudios anteriores se han utilizado sdlidos formados
por cubitos iguales pegados por sus caras (figura 25; los mas conocidos son los cubos
“multilink” y los “centicubos’, pero exigen otras marcas que comercidizan cubitos

encgjables).

Figura 25. Sélido formado por cubos conectados.

Las ventgas de este tipo de materia son que es facilmente manipulable por los
edtudiantes, incluso de primeros cursos de Primaria, permite crear una gran variedad de
formas diferentes y se adgpta perfectamente a las diferentes formas de representacion.
Las actividades que se pueden plantear son de varios tipos. Dibujo de representaciones
planas de solidos redes, construccion de solidos a partir de sus representaciones planas,

comparacion de solidos y representaciones planas, y dibujo de una representacion plana
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de un solido a partir de otra representacion plana dd mismo olido. En la figura 26 se

plantea una de estas actividades.

Tratade congtruir los slidos que correspondan alas
representaciones planas que ves a continuacion.

| [ ] L]
Frente lzquierda Superior

Figura 26.
Una de las dificultades para implementar metodologias activas de ensefianza de

la geometria espacid es no tener disponibles los sdlidos necesarios, con la estructura
fidca adecuada (opacos, transparentes, desmontables, etc.) y en nimero suficiente para
la cantidad de estudiantes de la clase. Hay varias formas de congtruir sdlidos de manera
fécil y barata (Guillén, 1991). Cada una es una solucion parcid Util para estudiar
determinadas propiedades de los poliedros y cuerpos redondos pero no permite
actividades de otros tipos. En la Ultima década han aparecido varios programas de
ordenador que permiten ver en la pantdla Sdlidos y manipularlos virtudmentes. Casi
todos estos programas permiten girar los solidos en d egpacio, lo cud e una
gproximacion muy buena d mango de moddos redes. Ademas, suden disponer de
opciones como representaciones en  perspectiva, proyeccion paraela y  proyecciones
ortogondes, redizacion de cortes, superposicion de Sdlidos, redizacion de desarrollos
planos (que pueden imprimirse) o transformacion continua de unos sdlidos en otros. En
la figura 27a vemos cdmo e programa 3D Images (Hoffer, Koch, 1991) representa un
cubo y una seccion suya. Después, se puede cortar € cubo y separar sus dos partes
(figura 27b). Una ectividad interesante es edtudiar los poliedros obtenidos por
truncamiento de los poliedros regulares (Guillén, 1991).

9 En la paginaweb del Grupo de Trabajo de Aprendizaje de la Geometria de la SEIEM (Sociedad Espariola de Investigacion en
Educacion Matemética) <www.ugr.es/~seiem> hay referencias de varios programas de manipulacion de solidos, para Macintosh y
Pc.

Angel Gutiérrez Rodriguez 37



5 ﬁ File Edit Lavout Tools Windows Lines Text
lids [~ [ o] & e w [dr[ S [@[0f-0] o [
=———— Untitled | ="—"—"== 0B

;

&
a
&
©
=
[E]

S

«] I [»

1 -ﬁ File Edit Layout Tools Windows Lines Text
Solids [ | <& [& % [dr| = [& 0~ 0 [&2
————x Untitled =0 g

0|&|0]¢|als

S Kl

«] i [»

Figura27. Un cubo cortado en dos partes en 3D Images.

Por otra parte, es posible graduar la dificultad del software para adecuarlo a los
edudiantes. Por gemplo, en Gutiérez y otros (1992) se usaron tres programas
diferentes, & mas sencillo de los cudes sdlo permite redizar giros de 90° con un cubo
cuyas caras estén decoradas con dibujos (figura 28), por lo que es adecuado para

estudiantes de |os primeros cursos de Primaria.
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Figura 28.

Existen bagtantes publicaciones que dan cuenta de resultados de investigaciones
sobre agprendizgje de la geometria espacid y presentan propuestas especificas de
ensefianza. Las sguientes son agunas directamente enfocadas a trabgo en clase. En
Gutieérrez y otros (1992), Gutiérez (1998) y Gutiérrez, Jame (1993) presentamos
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resultados de un estudio redlizado con adumnos de 2° a 8 de EGB en d que
experimentamos actividades de ensefianza integrada de geometria espacid en las que se
incluyen, entre otras, actividades de mango de diferentes formas de representacion
plang, y uso de diferentes entornos de trabgo (solidos redes de diversos tipos,
representaciones en papd y sdlidos en ordenadores). Una de las conclusones de este
estudio que tiene que ver con la visudizacion y € uso de ordenadores es que d mangar
Slidos redes los edtudiantes redizan diversas acciones de manera automatica (por
gemplo d movimiento con las manos de un sdlido para colocarlo en una poscion
concreta), sin predtar atencion a su significado matemético, mientras que d redizar esas
mismas acciones con d olido virtud del ordenador deben reflexionar para decidir qué

accion redizar 0 qué comando usar.

Por su pate, Guillén (2000) presenta los resultados de una investigacion en la
que eaboré una unidad de ensefianza de la geometria de los poliedros basada en los
nivdes y fases de Van Hide Las actividades planteadas a los estudiantes van mucho
més dla de los habitudes gercicios de congruccidn, decripcion y dasficacion basica
de prismas, piramides y poliedros regulares, pues s refieren también a familias de
antiprismas y bipiramides, 1o cud permite una mayor riqueza de Stuaciones, andisis de
numerosas propiedades diferentes y variedad de clasficaciones de familias basadas en
las propiedades que cumple cada una. La figura 29 muestra una de las actividades. Esta
investigacion ha permitido, ademas, identificar diversos tipos de errores cometidos por
los estudiantes a resolver estas actividades.

De las propiedades que indicamos, seleccionad las que cumplen los prismas de caras regulares.

Para cada propiedad, explicad vuestra respuesta.
a) Todacaratiene otracara, su opuesta, que es paralelaaella
b) Todas sus caras son iguales.
¢) Las aristas tienen como méaximo dos medidas diferentes.

d) Los angulos de los vértices tienen tantas medidas diferentes como angul os diferentes tenga el

poligono de las bases.

€) El nimero de diagonales de las caras es n(n-3) y el de diagonales del espacio es n(n-2),

siendo n el nimero de lados del poligono de sus bases.

Figura 29.

Winter y otros (1986) proponen unas unidades de ensefianza de representaciones
planas de modulos de cubos para estudiantes de Secundaria, centradas en las
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representaciones isométricas, las proyecciones ortogonaes y una variante méas smple de
ésta, adecuada para estudiantes més pequefios 0 poco diestros, consigtente en “mira” a
maodulo de cubos desde arriba e indicar en cada columna de cubos la cantidad de dlos
gue tiene (figura 30). Esta forma de representacion lleva implicita la condicion de que
las columnas de cubos estan sempre gooyadas en d sudlo y no tienen huecos. Las
actividades de esta unidad de ensefianza conssten en congruir Solidos a partir de las
representaciones,  dibujar  representaciones  de  Sdlidos  dados, dibujar  unas
representaciones a partir de otras representaciones, 'y empargar  diversas

representaciones del mismo sdlido.

— _ 3] =
[12]2] =
| | 1] &
Frente Derecha Frente ,-:;E_ f'-ﬁ
";r’ﬁ; ﬁ'?i?'”f
Figura 30.

Mora (1995) se centra en d uso de materides sencillos para congruir figuras
planas y cdmo estos materides, a pesar de su smplicidad, ayudan a plantear a los
edudiantes una gran variedad de problemas que les hagan enfrentarse a los diversos
conceptos y propiedades relacionados con los poligonos (figura 31). Este trabajo pone
también de relieve que la visudizacion es necesaria Sempre que se hace geometria, para
poder comparar, predecir, andizar, etc. los resultados de las manipulaciones,
epecidmente cuando édtas s basan en materides dindmicos que permiten la

transformacion de congtrucciones o figuras.

Figura 31. Cladficar los cuadrilateros segin las longitudes y posiciones relativas
de sus diagondles.

Mariotti (1989) y Stylianou, Lekin, Slver (1999) andizan las edrategias de

visdizacion de edudiantes cuando resuelven € conocido problema de dibujar (o
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reconocer) todos los desarrollos planos de un cubo. Observaron dos formas bastante
diferentes de resolver & problema. En un caso los estudiantes se fijaban en & cubo y
utilizaban imégenes mentdes cinéticas para imaginarse d cubo desplegandose de
diferentes maneras 0 para imaginarsdo “rodando” por encima de un desarollo plano
mientras llevaban la cuenta de las caras que habian tocado d desarrollo. En € otro caso,
adgunos estudiantes se fijaban en los desarrollos planos y crearon imégenes mentales en
las que visudizaban un desarrollo cerrdndose para formar @ cubo, mientras que otros
recurrieron a recortar cuadraditos de pape, pegarlos como d desarrollo y plegarlos para

tratar de formar € cubo.

Kwon, Kim, Kim (2001) presentan una unidad de ensefianza de representaciones
planas de modulos de cubos con actividades smilares a las utilizadas en investigaciones
mencionadas en los parafos anteriores, pero cuya origindidad consste en @ entorno
creado, que aprovecha las poshilidades dd software actual de redidad virtud y de la
interactividad de las paginas web. Este tipo de entorno tiene las ventgas de que permite

una mayor personaizacion y que puede ser Utilizado en ensefienza a distancia.

5. Conceptos basicos de geometria elemental

La comprenson de los conceptos de geometria eementd, es decir los
relacionados con la geometria de los poligonos y circunferencias, prismas, piramides y
cuerpos de revolucion, es un permanente foco de interés entre los investigadores. A lo
largo del tiempo ha habido numerosas gproximaciones a cuestiones como la ensefianza
de los angulos, la definicion y cladficacion de triangulos y cuadriléeros, propiedades
internas  de diversas familias de poliedros, los éngulos reacionados con una

circunferencia, etc.

El enorme peso de las imégenes y dementos gréficos en d agorendizge de la
geometria es @ principal factor que hace a eda parte de las mateméticas elementaes
mucho més intuitiva y fadl de entender que otras como aritmética, dgebra o cdculo,
pero d mismo tiempo es también un importante obstaculo. Ocurre con frecuencia que
una ensefianza poco cuidadosa hace excesvo énfass en unas pocas figuras como
gemplos de un concepto, ignorando cas por completo otras. El resultado es que los
edudiantes adquieren una comprension parcia de ese concepto, asociada
exclusvamente a esas figuras que han vigo y usado con tanta frecuencia, ignorando o
rechazando otras figuras diferentes, lo cud les lleva a incurrir en numerosos errores. Por

gemplo, velamos en la primera seccidon que es frecuente encontrar estudiantes que sdlo
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aceptan como gemplos de cuadrado aguellas figuras que estén apoyadas en un lado, y
rechazan las que no tienen sus lados “suficientemente’ verticales y horizontdes para

parecerse alos g emplos que han visto en clase (figura 1).

Otra manifestacion de mismo problema, también muy frecuente, surge cuando,
para resolver un problema, los estudiantes redizan determinadas acciones (por gemplo
dibujo o sdeccién de figuras) que, a continuacion, judtifican recitando la definicion
correspondiente, Sin darse cuenta de que estén incurriendo en una contradiccion. En la
figura 32 vemos la respuesta de un estudiante de Secundaria que primero ha marcado las
figuras que creia que son rombos (B) y las que creia que son rectangulos (T) y después
ha explicado por qué son rombos (0 rectangulos) las figuras que ha marcado con una B
(oT):

- Son rombos “porque sus lados son iguaes’.

- Son rectangulos “ porque todos los éngul os de dichas figuras son rectos”.

2) Matca los si Buientes polfgonos escribiendo una B cu Jos que sean rombos y una T en
los que scan reclingulos.

U/Am

Explica por qué son rombos las figuras que has marcado con la B:

%gvv Aua Qﬁdcg 30n i%ua,\@),

Explica por qué son rectdngulos las fi guras que has marcado con la T;

Porgpae Yeder Vo dngotes de  dichas

\}"3\)«\4 Sen, YQC\'D:

Figura 32.
Vinner (1991) explica este problema planteando la exisencia de dos

componentes en e aprendizaje de conceptos mateméticos:

- La definicion del concepto, que consigte principdmente en la definicidon
memorizada por un estudiante para dicho concepto, la cua puede coincidir o no con la

definicion correcta aceptada por € profesor o por la comunidad matemética. Se deben
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incluir aqui también las propiedades o formulas de cdculo relacionadas con € concepto

gue han sido aprendidas de memoria

- La imagen del concepto, que consse en d conjunto de experiencias,
actividades, figuras, etc. que d edudiante ha percibido, tanto durante las clases de
mateméticas como fuera de dlas. En € caso de conceptos geométricos, la imagen del
concepto que e crea en la mente de los estudiantes estd compuesta mayoritariamente
por las diversas figuras, dibujos o representaciones que recuerdan como eemplos de
dicho concepto, junto a conjunto de las propiedades operativas que € estudiante asocia
a concepto.

Una imagen de un concepto es correcta cuando permite a estudiante discriminar
sn errores todos los gemplos de ese concepto y utilizarlos adecuadamente para resolver
problemas. Pero lo que ocurre con frecuencia es que los estudiantes, ademés de
identificar propiedades caracteristicas del  concepto, perciben como propiedades
necesarias sUyas algunas que realmente no o son (por gemplo que los cuadrados deben
estar apoyados en un lado), pues sdlo son propiedades irrdlevantes, de parte de las
figuras que representan & concepto. EStas propiedades irrdevante son, en muchos

casos, caracterigticas fisicas como posicion, forma, etc.

Podemos decir, por tanto, que la definicién del concepto contiene € aprendizge
derivado de la memorizacion, mientras que la imagen del concepto contiene d
gprendizgje derivado de la experiencia. Segiin Vinner (1991), cuando un estudiante lee o
escucha € nombre de un concepto conocido, estimula su memoria yevoca informacion
relacionada con ese concepto. Dependiendo del contexto en € que ha surgido la
referencia d concepto, la informacion evocada es la definicion o la imagen dd
concepto. Generdmente la definicion y la imagen de un concepto creadas por los
edudiantes estén disociadas, motivo por € cua éstos no aprecian las contradicciones
que suele haber entre dlas.

Una ensefianza correcta es la que ayuda a formar definiciones e imagenes de
conceptos correctas y completas y, ademés, ensefia a relacionar con fluidez ambos
compartimentos de la memoria para saber pasar de uno a otro segin interese. Asi, un
edudiante de bachillerato puede empezar la resolucion de un problema de geometria
recordando los conceptos que aparecen en € enunciado y tratando de relacionarlos (def.

dd c), a continuacion ayudarse dibujando un gemplo pertinente (im. de c.), andizar
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esa imagen tanto visud (im. dd ¢.) como anditicamente (d. dd c.) buscando una via de
solucion, y terminar escribiendo la solucidn dd problema y las justificaciones abstractas
deductivas apropiadas (def. dd c.).

La enseflanza de nuevos conceptos geoméricos por medio de gemplos y
contragiemplos permite poner en practica € modelo elaborado por Vinner. Consste en
presentar a los estudiantes varias fguras representando € concepto objeto de estudio vy,
a mismo tiempo, varias figuras que no son gemplos de dicho concepto pero que
podrian inducir a eror a los esudiantes. La contrgposicion entre gemplos 'y
contragemplos hard que surjan de manera explicita las diferentes propiedades
caracterigticas ddl concepto. Del mismo modo, la contraposicion de diversos gemplos
hard que surjan de manera explicita esas propiedades irrdlevantes que pueden inducir
imégenes conceptuales errdness (figura 33).

Ejemplo Ejemplo
+ +
Contraejemplo Ejemplo

ponen de relieve

Propiedad Propiedad
Necesaria Irrelevante
Figura33.

Egte es un procedimiento que los autores de libros de texto usan con frecuencia
en los temas de geometria de Primaria y Secundaria. Pero esta forma de ensefianza no
consste smplemente en escoger unos cuantos gemplo y contragemplos de manera més
0 menos aeatoria. Para seleccionarlos correctamente es necesario tener en cuenta varios

aspectos:

- Los gemplos y contragemplos deben inducir a los esudiantes a formular una
definicion del concepto estudiado. Por tanto, € profesor debe empezar seleccionando la
definicion del concepto que desea que sus adumnos gprendan. Esto es especidmente
importante cuando hay varias definiciones usuaes de un mismo concepto, como ocurre,

por gemplo, con los cuadrilderos. Sin embargo, nitese que, para los estudiantes, la
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definicion es @ resultado find dd proceso de andliss de los gemplos y contragemplos
presentados.

- El profesor debe ser consciente de qué caracteristicas del concepto se pondran
en juego por medio de la definicion, pues @da una de dlas debe ser hecha explicita por
los estudiantes mediante la comparacion de un gemplo y un contragiemplo que no tenga

esa propiedad.

- El profesor debe hacer un andisis didéctico del concepto y, ayudado por su
propia experiencia previa, determinar qué aributos irrdlevantes suelen provocar errores
en los estudiantes. De esta manera, podra proponer a sus dumnos pares de gemplos
seleccionados de manera que uno de los gemplos no posea € atributo irrdevante (o lo
posea con un vaor especifico, por gemplo una posicion) y € otro s 1o posea (0 lo
posea con otro valor especifico diferente, por gemplo otra posicion).

- El profesor debe inducir, como parte de la actividad ordinaria en clase,
discusiones entre los estudiantes sobre los motivos por los que una figura es un gemplo

0 no lo es, paa que élos mismos enuncien las propiedades caracteridticas y las
irrelevantes.

En lafigura 34 vemos una serie de gemplos y contragemplos parad concepto

de prismarecto. Las propiedades necesarias de |0s prismas rectos que se deben destacar
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oomparando paresde g empl oy contraej emplo
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Figura 34.
- Son poliedros (sdlidos 1, 2y 6).

- Sus bases son dos poligonos congruentes (solidos 1 y 4), en planos pardelos
(sdlidos 7y 16) y colocados en lamismaposicion (sdlidos 8, 9y 12).

- Sus caras laterales son recténgulos (solidos 9y 10, 18y 19).
- Sus aridtas lateraes son perpendiculares a las bases (sdlidos 9y 10).

Por otra pate, también hay que destacar adgunos aributos irrdevantes que
pueden llevar a confuson alos estudiantes:

- Las bases de un prisma pueden ser cuaquier tipo de poligono (sdlidos 1, 3 'y
21) con cuaquier numero de lados (sdlidos 1, 5, 15y 21).

- No son importantes € tamafio (sdlidos 21 y 22) ni la posicion (sdlidos 1y 11,
16y 17) delos prismas.
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- Las aridas laterades pueden tener cuadquier longitud (solidos 9 y 13, 14, 15y
16). En particular, los cubos son prismeas (solido 18).

El modedo propuesto por Vinner es compatible con los niveles de razonamiento
de Van Hide En d primer nivd de Van Hide los estudiantes empiezan a congtruir
imégenes de los conceptos que edtudian, que suden ser muy pobres y llenas de
propiedades irrdlevantes como podciones, tamafios, formas, etc. En d nivel 2 los
edudiantes aprenden experimentalmente diversas propiedades matemdticas relevantes
de los conceptos, que deben entrar a formar parte de sus imagenes conceptuaes, y
rechazan las propiedades irrdevantes anteriores. Finamente, los edudiantes que
razonen en los nivees 3 y 4 deben tener un uso del concepto suficientemente variado
como para terminar de formar una imagen del concepto correcta y saber relacionarla
adecuadamente con la definicion del concepto y sus propiedades abstractas formales.

En la tercera seccion de este capitulo hemos visto como gplicaban Fuys, Geddes
y Tischler (1988) la metodologia de los gemplos y contragemplos para ensefiar los
conceptos de “serrd’ y “escderd’. Esta metodologia esta también presente en Corberén,
Gutiérez 'y otros (1994), donde presentamos los resultados de un proyecto de
investigacion en € que daboramos y experimentamos, en cursos equivaentes a 3° de
ESO, unidades de ensefianza de poligonos en generd, de triangulos y de cuadriléteros.
Cada unidad esta estructurada de acuerdo con los nivees 2 y 3 de Van Hide y, para
cada nive, con las fases de gprendizge. Ademas, la introduccién de nuevos conceptos
geométricos 2 hace teniendo en cuenta € modelo de Vinner y usando gemplos y
contragemplos. A modo de gemplo, la unidad de poligonos estd organizada de la

sguiente forma

Nivel 2. Fase de Informacién: Identificacion de poligonos entre varias figuras

dadas y judtificacion de las e ecciones hechas.

Fase de orientacion dirigida: Identificacion de propiedades de dos
poligonos (concavo y convexo) dados. Concepto de diagond mediante gemplos y
contragiemplos. Cdculo de la cantidad de diagondes. Medicion de dngulos y cdculo de
la suma de los angulos de un poligono. Conceptos de poligonos equiléteros,

equiangulares y regulares mediante g emplos'y contragiemplos.

Fase de orientacion libre: Clasficacion de poligonos seglin propiedades

elegidas por los edudiantes. Dibujo de poligonos estrellados. Propiedades que
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diferencian poligonos cdncavos y convexos. Cubrimientos dd plano. Cdculo de los

angulosy € nimero de diagondes de un poligono regular de 7740 lados.

Fase de integracion: Empargar tipos de poligonos y propiedades
estudiadas.

Nivel 3. Fase de Informacion: No hace fata, pues es un curso continuo.

Fase de orientacion dirigida: Enunciado de definiciones y propiedades
de poligonos concavos y convexos. Mapa conceptua de los tipos de poligonos. Estudio
de los angulos entre dos pardeas y una transversd. Deduccidon y judificacion de la
suma de dgulos de un triangulo. Deduccidn de la férmula para cdcular € nimero de

diagondes de un poligono.

Fase de orientacion libre: Deduccion y judtificacion de las sumas de los
angulos exteriores e interiores de un poligono. Diversas cladficaciones de poligonos.

Judtificar que no todos los poligonos cubren € plano.

Fase de integracion: Resumir las propiedades de los poligonos
gorendidas en las actividades de este nivel y reacionarlas con otras propiedades
gprendidas con anterioridad. Resumir las familias de poligonos estudiadas y asociar las

familias con sus propiedades.

Se observa que, aparentemente, algunos conceptos y propiedades se estudian dos
veces a lo largo de la unidad de ensefianza. No se trata de una repeticion, sno de un
proceso de ensefianza ciclica, en € cud los temas se retoman periddicamente para
abordarlos de manera diferente, aprendiendo nuevos contenidos 0 andizando con mas

profundidad |os contenidos de cursos anteriores.

Las unidades de triangulos y de cuadriléeros tienen una edtructura Smilar y se
centran en la enseflanza de dichas familias, las propiedades y clasficaciones de estos

tipos de poligonos usuamente estudiadas en Primariay ESO.
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